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Анотацiя
Подано хронологiю запровадження рiзних типiв рiвномiрної збiжностi функцiо-
нальних рядiв та властивостей рiвномiрно збiжних рядiв у математичний аналiз.
Указано зв’язки мiж рiзними типами рiвномiрної збiжностi. Майже до кожного
згаданого джерела подано гiперпосилання на його оцифрований варiант, що робить
ефективним подальшi дослiдження iсторiї функцiональних рядiв.
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1 Вступ
Цiлеспрямоване оцифрування наукових перiодичних видань, монографiй та пiдру-
чникiв уможливлює вивчати iсторiю математики принаймнi XIX та ХХ столiть за
першоджерелами.
За основу цiєї оглядової статi покладено аналiз iсторiї рiвномiрної збiжностi
в монографiї Medvedev (1991). Його доповнено посиланнями на деякi сучаснiшi
джерела та прямими посиланнями на оцифрованi першоджерела.
Iсторiю запровадження рiвномiрної збiжностi в математичному аналiзi роз-
глянуто, зокрема у працях Pringsheim (1899), Hardy (1918), Rosenthal (1924, pp.
1137–1146), Grattan-Guinness (1970, pp. 112–123), монографiях Medvedev (1991),
Viertel (2014).
2 Основнi позначення та означення
Розгляд рiзних типiв збiжностi функцiонального ряду, зручно проводити «кiлькома
мовами», а саме в термiнах збiжностi власне ряду, збiжностi послiдовностi його
часткових сум та залишкiв ряду.
Нагадаємо, що функцiональним рядом називають вираз





















𝑆𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷.
Кажуть, що функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається (розбiгається) в точцi
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називають областю збiжностi 𝐷 цього ряду.
Область збiжностi функцiонального ряду
∞∑︀
𝑛=1





3 Рiзнi типи збiжностi функцiонального ряду




ється в кожнiй точцi 𝑥 областi 𝐷, якщо
∀𝑥 ∈ 𝐷 : lim
𝑛→∞




∀𝑥 ∈ 𝐷 ∀𝜀 > 0 ∃𝑁(𝑥, 𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 : |𝑆𝑛(𝑥)− 𝑆(𝑥)| = |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.
Означення 3.2 ((𝐴), поточкової абсолютної збiжностi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається абсолютно в кожнiй точцi 𝑥 областi 𝐷, якщо в кожнiй точцi 𝑥




Класифiкацiю 7 типiв рiвномiрної збiжностi та її узагальнень подано за статею
Hardy (1918).
Означення 3.3 ((𝑈1), рiвномiрної збiжностi на множинi). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в областi 𝐷, якщо
lim
𝑛→∞
𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐷 ⇔ lim
𝑛→∞
𝑅𝑛(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷.
тобто
∀𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑆𝑛(𝑥)− 𝑆(𝑥)| = |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.
Це найважливiший i найпоширенiший тип рiвномiрної збiжностi, яким перева-
жно й обмежуються в пiдручниках з математичного аналiзу.
Далi, для спрощення, за множину 𝐷 вiзьмiмо вiдрiзок [𝑎; 𝑏].
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Означення 3.4 ((𝑈2), рiвномiрної збiжностi в околi точки). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в околi точки 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏], якщо iснує таке додатне
число 𝛿(𝑐), що на [𝑐−𝛿(𝑐); 𝑐+𝛿(𝑐)] цей ряд збiгається в розумiннi (𝑈1) (якщо 𝑐 = 𝑎,
то на вiдрiзку [𝑎; 𝑎+ 𝛿(𝑎)], а якщо 𝑐 = 𝑏, то на вiдрiзку [𝑏− 𝛿(𝑏); 𝑏].




збiгається рiвномiрно в точцi 𝑥0, якщо
∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝑥0, 𝜀) > 0, 𝑁(𝑥0, 𝜀) ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿;𝑥0 + 𝛿] : |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀.
Так само як означення (𝑈1), (𝑈2) та (𝑈3), можна сформулювати означення
(𝑉1), (𝑉2) та 𝑉3 (Hardy, 1918) вiдповiдно узагальненої рiвномiрної збiжностi на
вiдрiзку, в околi точки та в точцi, у яких виконання умови |𝑅𝑛(𝑥)| < 𝜀 вимагається
не для всiх 𝑛 > 𝑁, а для нескiнченної кiлькостi значень 𝑛, починаючи з деякого
числа 𝑁, не обов’язково всiх.




𝑢𝑛(𝑥) збiгається квазiрiвномiрно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], якщо для будь-якого
𝜀 > 0 i будь-якого номера 𝑁 ′ вiдрiзок [𝑎; 𝑏] можна покрити скiнченною кiлькiстю
iнтервалiв
(𝑎1; 𝑏1), (𝑎2; 𝑏2), ..., (𝑎𝑘; 𝑏𝑘),
яким можна увiдповiднити числа
𝑛1 > 𝑁
′, 𝑛2 > 𝑁
′, ..., 𝑛𝑘 > 𝑁
′
так, щоб для всiх значень 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏], якi мiстяться в (𝑎𝑖; 𝑏𝑖) (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), нерiвнiсть
|𝑆(𝑥)− 𝑆𝑛𝑖(𝑥)| = |𝑅𝑛𝑖(𝑥)| < 𝜀
виконувалась одночасно.
Означення 3.7 ((𝑀), правильної збiжностi на вiдрiзку). Функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1




𝑎𝑛 такий, що для будь-якого 𝑛 ∈ N та 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] виконано
нерiвнiсть
|𝑢𝑛(𝑥)| 6 𝑎𝑛.








а правильно збiжний ряд ще називають мажоровним.
4 Зв’язки мiж рiзними типами рiвномiрної збiжностi
1. Якщо ряд збiгається абсолютно в кожнiй точцi областi 𝐷, то вiн збiгається в
кожнiй точцi областi 𝐷, тобто
(𝐴) ⇒ (𝑃 ).
2. Якщо ряд збiгається рiвномiрно на деякiй множинi, то вiн збiгається в кожнiй
точцi цiєї множини, тобто
(𝑈1) ⇒ (𝑃 ).
3. Правдивi також iмплiкацiї
(𝑈1) ⇒ (𝑈2) ⇒ (𝑈3).
Для збiжностей (𝑉1), (𝑉2) та (𝑉3) такi iмплiкацiї неправдивi.
Якщо ряд збiгається рiвномiрно в околi кожної точки (у розумiннi (𝑈2)) з
вiдрiзка [𝑎; 𝑏], то вiн збiгається й рiвномiрно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] (у розумiннi (𝑈1)).
З рiвномiрної збiжностi в точцi не випливає рiвномiрна збiжнiсть в околi цiєї
точки.
З рiвномiрної збiжностi в усiх точках вiдрiзку випливає рiвномiрна збiжнiсть на
вiдрiзку (доведення спирається на теорему Гайне —Бореля та аксiому Цермело).
З узагальненої рiвномiрної збiжностi в усiх точках вiдрiзка випливає, лише
iснування деякої пiдпослiдовностi натуральних чисел 𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < ... (з
вiдповiдного означення). Але з цього не випливає, що можна побудувати таку
послiдовнiсть, яка була б придатна для всiх точок розглядуваної множини, як
цього вимагає збiжнiсть типу (𝑉1) (Medvedev, 1991).
5 Ознаки рiвномiрної збiжностi рядiв
Нагадаємо деякi ознаки рiвномiрної збiжностi в розумiннi (𝑈1).




ться правильно на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то вiн збiгається на цьому вiдрiзку абсолютно
й рiвномiрно.
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Отже,
(𝑀) ⇒ (𝐴) ∩ (𝑈1).
Наслiдок 5.2. Якщо функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається правильно на




Теорема 5.3. (ознака Дiнi). Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й невiд’ємнi
на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑘=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається до неперервної на
вiдрiзку [𝑎; 𝑏] функцiї 𝑆(𝑥), то вiн збiгається на цьому вiдрiзку рiвномiрно в
розумiннi (𝑈1).
Нагадаємо також теореми про поточкову та рiвномiрну збiжнiсть важливого
випадку функцiонального ряду — степеневого ряду.





ться в точцi 𝑥 = 𝑥1 ̸= 0, то вiн абсолютно збiгається для всiх значень 𝑥,





чцi 𝑥2 розбiгається, то вiн розбiгається для всiх значень 𝑥, якi справджують





𝑛 збiгається всерединi свого iнтервалу збiжностi (−𝑅;𝑅), 𝑅 >
0 (вiн може вироджуватись в точку 𝑥0 = 0 або «розширюватись» до R.
Теорема 5.5. (друга теорема Абеля). Степеневий ряд збiгається абсолютно й
рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на будь-якому вiдрiзку [−𝜌; 𝜌] ⊂ (−𝑅;𝑅).
Наслiдок 5.6. (Fikhtengolz, 2009). Якщо степеневий ряд у точцi 𝑥 = 𝑅 розбiгає-
ться, то збiжнiсть ряду у промiжку [0;𝑅) не може бути рiвномiрною.
Якщо степеневий ряд збiгається в точцi 𝑥 = 𝑅, то вiн збiгається рiвномiрно
на вiдрiзку [0;𝑅].
6 Властивостi рiвномiрно збiжних рядiв
1. Неперервнiсть суми ряду з неперервними членами.
Теорема 6.1. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то його сума
𝑆(𝑥) є неперервною функцiєю на цьому вiдрiзку.
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𝑢𝑛(𝑥) збiгається на вiдрiзку [𝑎; 𝑏]. Сума 𝑆(𝑥) є неперервною функцiєю на
вiдрiзку [𝑎; 𝑏] тодi й лише тодi, коли ряд збiгається квазiрiвномiрно (у розумiннi
(𝑄)) до функцiї 𝑆(𝑥) на цьому вiдрiзку.
2. Можливiсть почленного iнтегрування ряду.
Теорема 6.3. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, неперервнi й функцiональний ряд
∞∑︀
𝑘=1
𝑢𝑛(𝑥) збiгається рiвномiрно в розумiннi (𝑈1) на [𝑎; 𝑏], то його можна почленно











3. Можливiсть почленного диференцiювання ряду.








збiгається рiвномiрно (в розумiннi (𝑈1)) на [𝑎; 𝑏], то заданий ряд можна почленно







𝑢′𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏].
7 Iсторичнi вiдомостi
Сучасне означення суми ряду та його збiжностi встановлюється пiсля праць
Больцано (Bolzano, 1817) та Кошi (Cauchy, 1821).
1821 — Кошi у своєму курсi «Алгебричного аналiзу» (Cauchy, 1821, с. 123—124),
публiкує доведення помилкового твердження, що збiжний скрiзь ряд неперервних
функцiй має неперервну суму.
1822 — Фур’є видає «Аналiтичну теорiї теплоти» (Fourier, 1822), де вже має при-
клади рядiв неперервних функцiй, якi збiгаються до розривних сум, але помилку
Кошi не зазначає.
1823 — Кошi формулює ще одну помилкову теорему, що збiжний скрiзь ряд
неперервних функцiй можна почленно iнтегрувати (Cauchy, 1823, с. 157 —158).
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1826 — Абель зауважує, що «теорема Кошi [про неперервнiсть суми] має виня-






сума, якого має розриви в точках 𝑥 = (2𝑚+ 1)𝜋,𝑚 ∈ Z.
У цiй самiй працi Абель, доводячи теорему 5.4, фактично доводить i теорему
5.5, вiдзначаючи властивiсть (𝑈1) степеневого ряду.
1838 — Ґудерман у трактатi, присвяченому елiптичним функцiям (Gudermann,
1838), пише про «ряд, що збiгається рiвномiрно», хоч i не подає анi означення, анi
не використовує рiвномiрну збiжнiсть у доведеннях.
1841—1842 — Ваєрштрас у працях, якi були опублiковано тiльки 1894 р.
(Weierstrass, 1894а), (Weierstrass, 1894б), використовує властивiсть степеневих
рядiв (теорема 5.4) i говорить, що ряд «рiвномiрно» збiгається, хоч i не дає власне
означення рiвномiрної збiжностi.
1846 — Б’єрлiнґ у статтi Björling (1897) формулює i доводить теорему про
неперервнiсть суми ряду з неперервними членами, розрiзняючи збiжнiсть «для
будь-якого значення 𝑥» i «для будь-якого заданого значення 𝑥» (стаття вийшла
латиною, переклад шведською був опублiкований у Björling (1853).
1847 — Стокс (Stokes, 1847) розглядає рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑉2) (Stokes,
1847), описуючи її заперечення в термiнах «нескiнченно повiльної збiжностi», i на-
магається довести, що рiвномiрна збiжнiсть необхiдна й достатня для неперервностi
в розглядуванiй точцi суми ряду неперервних функцiй, який збiгається в околi цiєї
точки скрiзь (достатнiсть доведено правильно, а пiд час доведення необхiдностi
припускає помилку). Повторює також помилку Кошi, не зв’язуючи можливiсть
почленного iнтегрування рядiв з рiвномiрною збiжнiстю. Стаття Стокса довго
залишались непомiченою iз приводу рiвномiрної збiжностi.
1847 — Зайдель установлює факт нерiвномiрної збiжностi ряду неперервних
функцiй в околах точок розриву суми ряду (Seidel, 1847) , описуючи її «як завго-
дно повiльну збiжнiсть» (заперечення рiвномiрної збiжностi типу (𝑈2)). Зайдель
доводить, що збiжностi (𝑈2) достатньо для того, щоб сума функцiонального ря-
ду з неперервними членами була неперервна. Стаття Зайделя довго залишалася
непомiченою (принаймнi до 1870 року).
1853 — Кошi виправляє свою помилку про неперервнiсть суми ряду з непе-
рервними членами (Cauchy, 1853), запроваджує рiвномiрну збiжнiсть (𝑈1), але
не термiн для неї, i доводить, що сума рiвномiрно збiжного (у розумiннi (𝑈1))
ряду неперервних функцiй як дiйсної, так i комплексної змiнної є неперервною на
вiдрiзку або в областi функцiєю. Ця стаття теж не стає широко вiдомою.
пiсля 1857 — Ваєрштрас у своїх лекцiях у Берлiнському унiверситетi поєднує
термiн «рiвномiрна збiжнiсть» iз означенням Кошi (майже напевно вiн знав про
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статтi Зайделя та Кошi). Ваєшртрас указує на важливiсть рiвномiрної збiжностi
також i для можливостi iнтегрувати ряди почленно.
1866 — Томе вказує на зв’язок рiвномiрної збiжностi (𝑈1) з почленним ди-
ференцiюванням та iнтегруванням (Thomé, 1866). Вiн доводить теорему, у якiй
рiвномiрну збiжнiсть зв’язано iз трьома важливими задачами аналiзу — умовами
неперервностi суми ряду й почленних диференцiювання та iнтегрування, причому
цi зв’язки названо «вiдомими» (Томе слухав Ваєрштрасовi лекцiї).
1870 — Гайне запроваджує поняття рiвномiрної збiжностi в тому самому виглядi
(Heine, 1869), як i Кошi, не посилаючись нi на кого (загалом у працi є згадки про
внесок Ваєрштраса, статтi Томе та Зайделя). Гайне зазначає необґрунтованiсть тео-
реми про можливiсть почленного iнтегрування скрiзь збiжного тригонометричного
ряду й доводить теорему про єдинiсть розвинення функцiї у тригонометричний
ряд.
Гайне разом з рiвномiрною збiжнiстю ряду запроваджує поняття «узагалi рiв-
номiрно збiжного ряду», тобто ряду, який збiгається на вiдрiзку рiвномiрно, якщо
з цього вiдрiзку викинути довiльнi малi околи скiнченної кiлькостi точок. Основнi
свої теореми Гайне доводить саме для цiєї узагальненої рiвномiрної збiжностi;
поводження ряду у критичних точках його не цiкавить.
1870 — Кантор дає означення рiвномiрної збiжностi у формi (𝑈1) з оцiнкою
залишку (Cantor, 1870). Формулює також загальнiшу, нiж Гайне, теорему єдиностi
тригонометричного ряду, але доводить цю теорему лише у працi Cantor (1871).
1871 — Дюбуа-Реймон установлює одну достатню умову неперервностi суми ряду
неперервних функцiй (du Bois-Reymond, 1871), напряму не зв’язану з рiвномiрною
збiжнiстю (ряд з коефiцiєнтiв має збiгатись абсолютно, а самi функцiї — члени
ряду та його сума — бути обмеженими).
1874 — Дюбуа-Реймон дає негативну вiдповiдь на питання, чи обов’язково
ряд з неперервними членами збiгається до неперервної суми рiвномiрно (du Bois-
Reymond, 1874).
1874 — Штольц намагається довести (Stolz, 1875), що рiвномiрна збiжнiсть
є необхiдною умовою для того, щоб сума ряду з неперервними членами була
неперервною.
1875 — Дарбу в «Мемуарi про розривнi функцiї» (Darboux, 1875) зазначає
про свою обiзнанiсть з роботами Томе, Гайне та Кантора, розглядає рiвномiрну
збiжнiсть типу (𝑈1) i чiткiше доводить, що рiвномiрно збiжний ряд неперервних
функцiй збiгається до непрерервної функцiї. Дарбу також доводить, що рiвномiр-
но збiжний ряд iнтегровних за Рiманом функцiй можна почленно iнтегрувати,
тобто зiнтегрований ряд збiгається до iнтеграла вiд суми ряду i слушно вказує
на потребу рiвномiрної збiжностi ряду з похiдних для можливостi почленного
диференцiювання.




















що якщо умову рiвномiрної збiжностi не виконано, то не можна почленно iнте-
грувати навiть збiжний до неперервної суми ряд неперервних функцiй. У цьому
прикладi iнтеграл вiд суми iснує, але вiн не рiвний сумi ряду iнтегралiв вiд членiв
ряду.
1875 — Томе у працi Thomae (1875) незалежно вiд Дарбу доводить теорему про
почленне iнтегрування, користуючись рiвномiрною збiжнiстю типу (𝑈1).
1878 — Дiнi робить фундаментальний внесок у розроблення й застосуван-
ня рiвномiрної збiжностi (Dini, 1878). Вiн розглядає рiвномiрнi збiжностi типiв
(𝑈1), (𝑈2), (𝑈3) та (𝑉1), (𝑉2), (𝑉3).
Дiнi доводить для рядiв з додатними членами еквiвалентнiсть збiжностей
типу (𝑈1) та (𝑉1) i встановлює, що умова рiвномiрної збiжностi ряду (𝑈1) є необ-
хiдною умовою того, що ряд з неперервними членами збiгається до неперервної
суми. Вiн установлює, що збiжнiсть (𝑉2) достатня для неперервностi ряду не-
перервних функцiй в околi точки, а збiжнiсть (𝑉1) достатня для неперервностi
суми на всьому iнтервалi. Дiнi використовує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈2) (i її
узагальнення) у теоремах про неперервнiсть суми та почленне диференцiювання
та означує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑉1), яку називає «простою рiвномiрною
збiжнiстю».
Розглядаючи можливiсть почленного iнтегрування ряду, Дiнi обмежується
лише рядами, збiжними в розумiннi (𝑈1). Вiн також зауважує, що з доведення
теореми про можливiсть почленного iнтегрування рiвномiрно збiжного в розумiннi
(𝑈1) ряду випливає, що якщо розглядуваний ряд збiгається в розумiннi (𝑉1), то
його сума iнтегровна. Питання про умову рiвностi суми iнтегралiв iнтегралу вiд
суми вiн залишає вiдкритим.
1880 — Ваєрштрас доводить у працi Weierstrass (1880), що якщо ряд збiгається
рiвномiрно в околi кожної точки, розташованої всерединi або на межi заданої
однозв’язної областi, то вiн збiгається рiвномiрно в усiй областi (тобто, що з
рiвномiрної збiжностi типу (𝑈2) в кожнiй точцi замкненої областi (а, отже, й
вiдрiзка) випливає рiвномiрна збiжнiсть типу (𝑈1)).
1880 — Вольтера подає приклад ряду (Volterra, 1881), який на вiдрiзку [0; 1]
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збiгається рiвномiрно в сенсi (𝑉1), але не в сенсi (𝑈1) :
𝑢2𝑛−1(𝑥) = 𝑥





1882 — Пiнкерле узагальнює у працi Pincherle (1882) результат Ваєрштраса
(1880), але вже для всiєї площини.
1884 — Арцела запроваджує означення квазiрiвномiрної збiжностi типу (𝑄).
(Arzelà, 1884а).
1887 — Дюбуа-Реймон у працi du Bois-Reymond (1887) пiд рiвномiрною збiжнi-
стю розумiє збiжнiсть типу (𝑈3).
1894 — Принґсгайм використовує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3) (Pringsheim,
1894).
1895 — Арцела одержав достатню ознаку можливостi почленного iнтегрування,
зв’язану з обмеженiстю в сукупностi залишку ряду (Arzelà, 1884б).
1896 — Осґуд висловлює iдею розгляду рiвномiрної збiжностi типу (𝑈3) (Osgood,
1897). Доводить, що ряд неперервних функцiй збiгається до неперервної суми,





2 − (𝑛− 1)𝑥𝑒−(𝑛−1)𝑥2),
у якому ряд з первiсних збiгається квазiрiвномiрно, але iнтеграл вiд суми не
дорiвнює сумi iнтегралiв.
1897 — Бендiксон, спираючись на книгу Dini (1878), показує (Bendixon, 1897),
що iснує клас рядiв, якi збiгаються в сенсi (𝑉1), але не в сенсi (𝑈1) на вiдрiзку.
Будує приклад ряду неперервних функцiй, який збiгається до неперервної функцiї,
але який не збiгається в сенсi (𝑉1). Доводить теорему, що рiвномiрна збiжнiсть
типу (𝑉1) достатня для можливостi почленного iнтегрування за умови збiжностi
ряду iнтегралiв, i узагальнює на збiжнiсть (𝑉1) теорему Дарбу — Дiнi про почленне
диференцiювання ряду, установлює також ознаки рiвномiрної збiжностi (𝑈1) та
(𝑉1) рядiв.
1899 — Арцела iз загальнiшого погляду переглядає основнi результати щодо
збiжностей типiв (𝑈) та (𝑉 ) (Arzelà, 1899). Зокрема, Арцела доводить, що якщо
функцiональний ряд збiгається в сенсi (𝑉1), то можна так згрупувати його члени,
не змiнюючи порядку, що одержаний ряд збiгатиметься рiвномiрно в сенсi (𝑈1).
Вiн доводить, що поняття квазiрiвномiрної збiжностi (𝑄) є необхiдною й до-
статньо умовою того, щоб ряд з неперервними членами збiгався до неперервної
суми.
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1903 — Гобсон незалежно доводить теорему Арцела про групування членiв
ряду (Hobson, 1904) i зауважує, що якщо кожен член ряду, який збiгається в сенсi
(𝑈1) замiнити деякою сумою функцiй, то одержаний ряд може бути й розбiжним;
якщо ж вiн збiгається скрiзь, то вiн обов’язково збiгається в розумiннi (𝑉1).
1903 — Юнґ у статтi Young (1904) означує рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3),
розглядає однобiчнi збiжностi (𝑈3) i запроваджує рiвномiрну збiжнiсть на вiдрiзку
як рiвномiрну збiжнiсть (𝑈3) в кожнiй точцi цього вiдрiзку. Вiн також доводить,
що так означена рiвномiрна збiжнiсть переходить у рiвномiрну збiжнiсть типу
(𝑈1) на вiдрiзку (або на будь-якiй замкненiй множинi). Юнґ також зауважує, що з
рiвномiрної збiжностi в точцi не випливає рiвномiрна збiжнiсть у будь-якому околi
цiєї точки ((𝑈3) ≠⇒ (𝑈2)). Продовжив вивчення збiжностi у статтi Young (1908).
1905 — Борель запроваджує для збiжностi типу термiн «квазiрiвномiрна» (Borel,
1905).
1908 — Рiс, не знаючи праць Принґсгайма та Юнґа, вивчає рiвномiрну збiжнiсть
типу (𝑈3) (Riesz, 1908).
1908 — Бер запроваджує поняття правильної збiжностi (типу (𝑀)) (Baire, 1908).
1917 — Рiс зауважує (Riesz, 1920), що рiвномiрну збiжнiсть типу (𝑈3) розглядали
до нього Юнґ та Принґсгайм, i пiдкреслює потребу розрiзняти рiвномiрну збiжнiсть
типу (𝑈2) та (𝑈3).
8 Висновки
Дослiдження iсторичного розвитку навiть одного математичного поняття нагадує
нам усiм, що iсторiя математики сповнена драматизму. Це iсторiя багатьох спроб,
осяянь i помилок.
Автори розумiють, що у статтi подано далеко не вичерпний огляд процесу
усвiдомлення та запровадження поняття "рiвномiрної збiжностi". Бачиться цiкавим
i корисним зiбрати з оригiнальних джерел приклади i контрприклади на ознаки
рiвномiрної збiжностi та властивостi рiвномiрно збiжних рядiв.
Зазначимо також, що подальше оцифрування журналiв та математичних моно-
графiй розширить можливостi глибшого та точнiшого вивчення iсторiї математики.
References
Abel, N.H. (1826). Untersuchungen uber die Reihe 1 + 𝑚1 𝑥 +
𝑚(𝑚−1)
2 𝑥
2 + ... +
𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)
2·3 𝑥
2... u.s.w. Journal fur die Reine und Angewandte Mathematik , 1 (4),
311–339.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0001
Arzelà, C. (1884a). Intorno alla continuità delle somma di infiniti funzioni continue.
Rendiconto della R. Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna, 19 , 79–84.
Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 101–116 113
Arzelà, C. (1884b). Sulla integrazione per serie. Atti della Reale Accademia dei Lincei:
Rendiconti, Serie 4 , 1 , 532–537, 566–569.
https://www.biodiversitylibrary.org/page/44575233
Arzelà, C. (1899). Sulle serie di funzioni. Memorie della R. Accademia delle scienze
dell’Istituto di Bologna: Serie 5 , 8 , 130–186, 701–744.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/120567
Baire, R. (1908). Lecons sur les theories generales de l’analyse. (t. 2). Paris: Gauthier-
Villars.
https://archive.org/details/leonssurlesth02bairuoft
Bendixon, I. (1897). Sur la convergence uniforme des séries. Öfversigt af Kongl.
Vet-enskaps-akademiens forhandlingar , 54 , 605–622.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/100535
Björling, E. G. (1853). Om oändliga serier, hvilkas termer äro continuerliga functioner af
en reel variabel mellan ett par gränser, mellan hvilka serierna äro convergerande,
öfvers. Öfversigt af Kongl. Vetenskaps-akademiens forhandlingar , 10 , 147–160.
https://biodiversitylibrary.org/page/15957832
Björling, E. G. (1897). Doctrinae serierum infinitarum exercitationes. Nova acta Regiae
Societatis Scientiarum Upsaliensis , 13 , 61–87, 143–187.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/100535
Bolzano, B. (1817). Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey
Werthen, die ein entgegensetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reeleWurzel
der Gleichung liege. Prague: Gottliebe Haase.
http://mdz-nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bvb:12-bsb10137646-7
Borel, E. (1905). Leçons sur les fonctions variables rèelles et les dèveloppements en
séries de polynomes. Paris: Gauthier-Villars.
http://hdl.handle.net/10481/31387
Cantor, G. (1870). Beweis, dass eine für jeden reellen Werth von 𝑥 durch eine
trigonometrische Reihe gegebene Function 𝑓(𝑥) sich nur auf eine einzige Weise in
dieser Form darstellen lässt. Journal für die reine und angewandte Mathematik ,
72 , 139–142.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0072
Cantor, G. (1871). Über trigonometrische Reihen. Mathematische Annalen, 4 , 139–
143.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN235181684_0004
Cauchy, A.-L. (1821). Cours d’analyse de l’École royale polytechnique 1re partie:
Analyse algébrique. Paris: l’Imprimerie Royale.
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8626657t
Cauchy, A.-L. (1823). Résumé des leçons données à l’école royale polytechnique sur le
calcul infinitésimal (Vol. 1). Paris: l’Imprimerie Royale.
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62404287
Cauchy, A.-L. (1853). Note sur les séries convergentes dont les divers termes sont des
V.O. Haidey, L. B. Fedorova 114
fonctions continues d’une variable réelle ou imaginaire, entre des limites données.
Comptes rendus de L’Académie des Sciences , 36 , 454–459.
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2993z/f458.item.r=Cauchy
Dini, U. (1878). Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali. Pisa:
Tipografia T. Nistri e C.
http://resolver.library.cornell.edu/math/1924876
du Bois-Reymond, P. (1871). Notiz über einen Cauchy’schen Satz, die Stetigkeit von
Summen unendlicher Reihen betreffend. Mathematische Annalen, 4 (1), 135–137.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN235181684_0004

















𝑑𝛼𝑓(𝛼) sin 𝑝𝛼 haben, jedesmal wenn diese inte-
grale endlich und bestimmt sind. Abhandlungen der Mathematisch-Physikalischen
Klasse der Königlich Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 12 , 117–166.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/110172
du Bois-Reymond, P. (1887). Ueber den Convergenzgrad der variablen Reihen und
den Stetigkeitsgrad der Functionen zweier Argumente. Journal für die reine und
angewandte Mathematik , 100 , 331–358.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0100
Fikhtengolz, G.M. (2009). A course of differential and integral calculus [in Russian]
(Vol. 2). Moscow: Fizmatlit.
Fourier, J. B. (1822). Théorie analytique de la chaleur. Paris: Chez Firmin Didot, père
et fils.
https://archive.org/details/thorieanalytiq00four
Grattan-Guinness, I. (1970). The development of the foundation of mathematical
analysis from Euler to Riemann. Cambridge, Mass.: MIT Press.
Gudermann, C. (1838). Theorie der modular-functionen und der modular-integrale.
Journal für die reine und angewandte Mathematik , 18 , 1–54, 142–175, 220–258,
303–364.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0018
Hardy, G.H. (1918). Sir George Stokes and the concept of uniform convergence.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Mathematical and physical
sciences , 19 , 148–156.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/95836
Heine, E. (1869). Ueber trigonometrische Reihen. Journal fur die reine und angewandte
Mathematik , 71 , 353–365.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0071
Hobson, E.W. (1904). On modes of convergence of an infinite series of functions
of a real variable. Proceedings of the London Mathematical Society: Ser. 2 , 1 ,
Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 101–116 115
373–387.
https://doi.org/10.1112/plms/s2-1.1.285
Medvedev, F. A. (1991). Scenes from the history of real functions. Basel: Birkhauser
Verlag.
Osgood, W. F. (1897). Non-uniform convergence and the integration of series term by
term. American Journal of Mathematics , 19 , 155–190.
https://www.jstor.org/stable/pdf/2369589.pdf
Pincherle, S. (1882). Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. Memorie
della R. Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna, Ser. 4 , 3 , 149–180.
Pringsheim, A. (1894). Ueber die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen des
Taylor’schen Lehrsatzes fur Functionen einer reellen Variablen. Mathematische
Annalen, 44 , 57–82.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN235181684_0044
Pringsheim, A. (1899). Grundlagen der allgemeinen Funktionenlehre. In Enzyklopaedie
der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen. Analysis,
2-1-1. Leipzig: B. G. Teubner Verlag.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN36050616X
Riesz, F. (1908). Uber die Approximation einer Funktion durch Polynome. Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung , 17 , 196–211.
https://www.digizeitschriften.de/download/PPN37721857X_0017
Riesz, F. (1920). Sur l’inegrale de Lebesgue. Acta mathematica, 20 , 191–205.
https://projecteuclid.org/euclid.acta/1485887512
Rosenthal, A. (1924). Neuere Untersuchungen uber Funktionen reeller Veranderlichen
in Enzyklopaedie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwen-
dungen. In H. Burkhardt, W. Wirtinger, & E. H. R. Fricke (Eds.), Enzyklopadie
der mathematischen wissenschaften mit einschluss ihrer anwendungen. Bd. 2.
Analysis (pp. 851–1187). Leipzig: B. G. Teubner Verlag.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN360506542
Seidel, P. L. (1847). Note uber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuir-
liche Funktionen darstellen. Abhandlungen der bayerischen Akademie der Wis-
senschaften, 5 , 381–394.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/42316
Stokes, G. G. (1847). On the critical values of the sums of periodic series. Transaction
of the Cambridge Philosophical Society , 8 , 533–583.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/49441
Stolz, O. (1875). Bemerkungen zur Integral-Rechnung. Bericht des naturwissenshaft-
lichten und medizinischen Vereins in Insbruck , 5 , 24–43.
https://www.zobodat.at/pdf/BERI_5_0024-0043.pdf
Thomae, J. (1875). Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale. Louis Nebert.
https://hdl.handle.net/2027/hvd.32044091890988
Thomé, L.W. (1866). Ueber die Kettenbruchentwickelung der Gausschen Function
V.O. Haidey, L. B. Fedorova 116
𝑓(𝑎, 1, 𝑦, 𝑥). Journal fur die reine und angewandte Mathematik , 66 , 322–336.
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN243919689_0066
Viertel, K. (2014). Geschichte der gleichmaßigen Konvergenz: Ursprunge und Entwick-
lungen des Begriffs in der Analysis des 19. Jahrhunderts. Wiesbaden: Springer
Spektrum.
https://doi.org/10.1007/978-3-658-05939-2
Weierstrass, K. (1880). Zur Functionenlehre. Monatsberichte der Koniglichen Preuss.
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1980 , 719–743.
https://www.biodiversitylibrary.org/item/111870
Weierstrass, K. (1894a). Definition analytischer Functionen einer Veranderlichen
vermittelst algebraischer Differentialgleichungen. In Mathematische Werke (Vol. 1,
pp. 75–84). Berlin: Mayer & Muller.
https://archive.org/details/mathematischewer01weieuoft/page/74
Weierstrass, K. (1894b). Zur Theorie der Potenzreihen. In Mathematische Werke (Bd.
1) (Vol. 1, pp. 67–74). Berlin: Mayer & Muller.
https://archive.org/details/mathematischewer01weieuoft/page/66
Young, W.H. (1904). On non-uniform convergence and term-by-term integration of
series. Proceedings of the London Mathematical Society , s2-1 (1), 89–102.
https://doi.org/10.1112/plms/s2-1.1.89
Young, W.H. (1908). On uniform and non-uniform convergence and divergence of a
series of continuous functions and the distinction of right and left. Proceedings of
the London Mathematical Society , s2-6 (1), 29–51.
https://doi.org/10.1112/plms/s2-6.1.29
В. О. Гайдей, Л. Б. Федорова (2018). Про рiзнi типи рiвномiрної збiжностi функцiональних рядiв.
Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 101–116.
Submitted: 2018-10-10
Accepted: 2018-11-21
V.O. Haidey, L.B. Fedorova (2018). On different types of uniform convergence of functional series.
Mathematics in Modern Technical University, 2018(1), 101–116.
Abstract. A chronology of the introduction of various types of uniform convergence of
functional series and properties of uniformly convergent series in mathematical analysis is presented.
Relationships between different types of uniform convergence are indicated. Almost every source
is referred to a hyperlink to its digitized version, which makes it possible to further investigate the
history of functional series.
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